3 Interpolacijain ekstrapolacija

Pri obdelavi merskih podatkov, pridobljenih bodisi avtomatsko bodisi ¢loveS§ko odcitanih, pogosto naletimo na
problem, kako dolociti neznano vrednost med dvema izmerjenima to¢kama. Povedano v bolj matemati¢nem jeziku,
imamo vrednosti posameznih to¢k (z;, y; ), ne poznamo pa funkcijske zveze y = f(z).

Ogledali si bomo dva najpogosteje uporabljana primera interpolacije na funkcijah ene spremenljivke.

3.1 Polinomska interpolacija

Skozi niz N to¢k (x;,y;) lahko speljemo polinom stopnje N — 1, ki ga dolo¢imo z Lagrangeovo formulo:

P(JZ) _ (z—z2)(z—x3)...(x—2N) Y1+ ((r—rl)(r—xB)...(z—mN) Yo+ o+ (1)

(x1—z2)(z1—23)...(T1—2N) zo—x1)(x2—23)...(x2—TN)

(z—z1)(z—z2)...(z—2N 1)
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Ceprav je pravilen in enostaven, se ta nacin interpolacije ne uporablja prav pogosto. Prvi razlog je, da metoda
ne da ocene napake, drugi pa leZi v neprakti¢nosti uporabe, Se zlasti pri ve¢jem Stevilu merskih tock in posledi¢no

vi§jih stopnjah polinomov.

3.2 Kubicna spline interpolacija

Spline je v angleSkem jeziku ime za odsekoma preprost kubicni polinom, ki ga je mo¢ tudi na vecjem intervalu
sestaviti v zvezno in gladko funkcijo. Ta metoda interpolacije je n.pr. izredno razSirjena v algoritmih za digitalno

obdelavo slik in prikaz racunalniSke grafike.

Osnove
N tock (z;,y;) razdeli interval [x1, zy] na N — 1 delov. Skonstruirati Zelimo tako funkcijo F'(x), da je zvezna

in gladka na celotnem intervalu [z1, 2 y]. ZapiSemo jo takole:

fi(x) 1 << T

Fle) = fa(x) r9 << T3 @

fyoi(z) ayoi <z <zn

Na vsakem intervalu [x;, z; 1 1] skonstruiramo kubi¢ni polinom f;(z) = a;(z—z;)3+b;(z—;)*+c;(x—x;)+d;
zat =1,2,3,..., N—1. Dolociti moramo koeficiente a;,b;,c; in d;, kar je mozno z uporabo samih tock ter iz zahtev

po zveznosti in gladkosti funkcije F'(z). Potrebujemo torej Se prve in druge odvode funkcij f;(x):
fl(x) = 3ai(x — x;)% + 2bi(x — x;) + ¢ 3)
fz”(x) = 6a;(x — ;) + 2b; 4)

Lastnosti kubi¢nega splina:



funkcija F'(x) gre skozi vse to¢ke (z;,v;), i = 1,2,3,..., N

funkcija F'(x) je zvezna na intervalu [z1, z ]

funkcija F’(x) je zvezna na intervalu [z1, 2 x]

funkcija F”(x) je zvezna na intervalu [21, x|
Velja F'(z;) = y; in Se:
yi = fi(w;) (%)
yi = ai(@; — 23)° + bi(wi — 23)* + ci(wi —x) + di = d; (6)
Zveznost funkcije F'(z) pomeni, da se morajo vrednosti funkcij f; na mejah podintervalov ujemati:
filzi) = fica(zi) = d; (N
di = ai—1(zi — 2i-1)° + b1 (zi — x-1)” + cimr (T — 1) + dia (3)
Ce zapiSemo h = x; — x;_1, se zgornja enacba glasi takole:
di = ai_1h® +bi_1h® + ci_1h + diy 9)

------

Ker od splina zahtevamo gladkost krivulje, morajo biti na sti¢i§¢ih podintervalov prvi odvodi enaki: f/(x;) =

fi_y (7). Kerje

filzi) = 3ai(z; — 2:)® + 2bi(zi —23) + ¢ = ¢ (10)
fioi (@) = 3ai—1(xi — 2i—1)? + 201 (v, — xi—1) + cic1 = ¢ (11)
Ce ponovno zapiSemo h = x; — x;—1, dobimo:
¢i = 3a;—1h® + 2bi_1h + ¢;1 (12)
Tudi iz enacbe za drugi odvod dobimo koristne podatke:
;) = 6a;(z; — x;) + 2b; = 2b; (13)

Iz zahteve po zveznosti drugih odvodov f/'(x;) = f!

"1 () sledi:

fil(@ip1) = 6ai(wipr — 2i) +2b; (14)
(@) = 6ai(zipr —x;) +2b;
(15)

Ker velja f{’ | (ziy1) = f{'(wiy1) = 2b;, ob upostevanju h = x;,1 — x; dobimo zvezo

2b;+1 = 6a;h + 2b; (16)



Zaradi bolj preglednega zapisa ozna¢imo druge odvode f/’(x;) kot M; in izrazimo koeficiente polinomov a;,b;,c;

ind; z M; in y;. Ze od prej vemo, da je d; = y; in M; = 2b;, od koder sledi, da je b; = ]szi . Iz zveze
2b;+1 = 6a;h + 2b; 17)
dobimo
M1 — M;
g = L 18
a o (18)
ter iz zveze
div1 = aihg + bth + ¢cih + d; (19)
po malenkost daljSem premetavanju ¢lenov pridemo do
Yirr =Y Mg +2M;
— — h. 20
2 ( 5 ) (20)
Za dolocitev a;,b;,c; ind; (¢ = 1,2, ..., N — 1) imamo sedaj na voljo (skoraj) dovolj enacb. Ko v enacbo
Cit1 = 3aih2 + 2b;h + ¢; 21
vstavimo z M; in y; izraZene Koeficiente a;,b; in ¢;, dobimo enacbe oblike
6
M; +4Mip1 + My = ﬁ(yi = 2Yit1 + Yiv2s) (22)
ki jih pregledneje zapiSemo v matri¢ni obliki:
M,
1 410 --0000 M, Y1 —2y2 +y3
0141 -+ 0000 M; Y2 — 2y3 + ya
0014 -~ 0000 M,y Ys — 2ya + ys
6 .
=13 : (23)
000O0 - 4100 Mny_3 YN—4 — 2YN-3 + YN-2
0 00O --~- 1410 Mny_2 YN-3 —2yN—2+ YN-1
o o0 O -- 0141 Mpy_1 yN_2—2yN_1—|—yN
My

Opazimo, da je vrstic N — 2, medtem ko je stolpcev N. Da bi sistem enacb lahko reSili, moramo dobiti dve

novi zvezi oziroma pogoja. Prvi je

My =My =0 (24)

.....



sistem n — 2 enacb postane resljiv ter dobi naslednjo obliko:

1410 --- 0000 M, Y1 —2y2+ ys
01 4 1 0000 M; Y2 — 23 +ya
0014 -~ 0000 M,y Ys — 2ya +ys
:% : 25)
0000 --- 4100 Mn_3 YN—4 — 2YN—3 + YN—2
O 000 ---1 410 Mpy_o YN—3 — 2YN—2 + YN_1
0000 -~ 01 41 My_1 YN—2 — 2Un—1+ UN

Druga, tudi pogosto uporabljana moZnost pa je, da postavimo

M, = M, (26)

My_1 = My

kar v praksi pomeni, da dobi spline na kraji§¢ih intervala [z, 2 v] paraboli¢no obliko. Ta je ugodna, kadar imamo
opravka s periodi¢nimi ali eksponentnimi funkcijami.

Naloga

Z uporabo podprogramov spline.f90, splint.f90 ter polint.f90 iz knjige Numerical Recipes [1, 2] interpolirajte
tabelario podano funkcijo, in sicer najprej s polinomsko in nato s spline interpolacijo.

SUBROUTINE polint(xa,ya,n,x,y,dy)

IMPLICIT NONE

INTEGER(4) ,PARAMETER :: NMAX=10

INTEGER(4) :: n,i,m,ns

REAL(8) :: dy,x,y,xa(n),ya(n)

REAL(8) :: den,dif,dift,ho,hp,w,c(NMAX),d(NMAX)

ILargest anticipated value of n. Given arrays xa and ya, each of

Tlength n, and given a value x, this routine returns a value y,

land an error estimate dy. If P(x) is the polynomial of degree N-1

Isuch that P(xai) =yai, i =1, . . ., n, then the returned value y = P(x).

ns=1
dif=abs(x-xa(1))

do i=1,n
dift=abs(x-xa(i))
if (dift<dif) then
ns=i
dif=dift
endif
c(id=ya(i)
d(id=ya(i)

enddo

y=ya(ns)
ns=ns-1

do m=1,n-1
do i=1,n-m

ho=xa(i)-x
hp=xa(i+m)-x
w=c(i+1)-d(i)
den=ho-hp
if(den==0.)pause “failure in polint”
den=w/den
d(i)=hp*den
c(i)=ho*den



enddo

if (2*ns<n-m)then
dy=c(ns+1)

else
dy=d(ns)
ns=ns-1

endif

y=y+dy

enddo

return
END

SUBROUTINE spline(x,y,n,ypl,ypn,y2)

IMPLICIT NONE

INTEGER(4) ,PARAMETER :: NMAX=500

INTEGER(4) :: n,i,k

REAL(8) :: ypl,ypn,x(n),y(n),y2(n),p,qn,sig,un,u(NMAX)

1Given arrays x(1:n) and y(1:n) containing a tabulated function,

lyi = f(xi), with x1 < x2 < .. . < xN, and given values ypl and ypn for
Ithe first derivative of the interpolating function at points 1 and n,
Irespectively, this routine returns an array y2(1:n) of length n which
Icontains the second derivatives of the interpolating function at the
I'tabulated points xi. If ypl and/or ypn are equal to 1 AU 1030 or larger,
I'the routine is signaled to set the corresponding boundary condition for
'a natural spline, with zero second derivative on that boundary.
TParameter: NMAX is the largest anticipated value of n.
if (yp1>.99e30) then

y2(1)=0. ! The lower boundary condition is set either to be natural

u(1)=0.
else lor else to have a specified first derivative.

y2(1)=-0.5

u(1)=(3.7(x(2)-x(1)*((Y(2)-y(1))/ (x(2)-x(1))-yp1)
endif

do i

,n-1
IThis is the decomposition loop of the tridiagonal algorithm. y2 and u
lare used for temporary storage of the decomposed factors.
sig=(x(1)-x(i-1))/(x(i+1)-x(i-1))
p=sig*y2(i-1)+2.
y2(i)=(sig-1.)/p
u(i)=(6.*((y(i+1)-y(i))/(x(i+1)-x(i))-(y(i)-y(i-1)) &
7(x()-x(i-1)))/(x(i+1)-x(i-1))-sig*u(i-1))/p
enddo

if (ypn>.99e30) then
qn=0. !The upper boundary condition is set either to be natural
un=0.
else
gn=0.5
un=(3./(x(n)-x(n-1)))*(ypn-(y(n)-y(n-1))/(x(n)-x(n-1)))
endif

y2(n)=Cun-gn*u(n-1))/(gn*y2(n-1)+1.)

do k=n-1,1,-1
y2(k)=y2(k)*y2(k+1)+u(k)
enddo

return
END

SUBROUTINE splint(xa,ya,y2a,n,x,y)
IMPLICIT NONE

INTEGER(4) :: n,k,khi,klo
REAL(8) :: x,y,xa(n),y2a(n),ya(n), a,b,h

IGiven the arrays xa(l1:n) and ya(l:n) of length n, which tabulate xai s

'in order), and given the array y2a(l:n), which is the output and given

la value of x, this routine returns a cubic-spline interpolated

!

We will find the right place in the table by This is optimal if sequential
! calls to this routine values of x. If sequential calls are in spaced, one

twould do better to store klo and khi and test if they remain next call.



klo=1
khi=n

1 continue

if ((khi-klo)>1) then
k=(khi+klo)/2
if(xa(k)>x)then
khi=k
else
klo=k
endif
goto 1
endif

Tklo and khi now bracket the input value h=xa(khi)-xa(klo)

if (h.eq.0.) pause ~bad xa input in splint”

the xa s must be distinct.

a=(xa(khi)-x)/h

ICubic spline polynomial is now evaluated.

b=(x-xa(klo))/h
y=a*ya(klo)+b*ya(khi)+((a**3-a)*y2a(klo)+(b**3-b)*y2a(khi))*(h**2)/6.

return
END
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